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Resumo—Grafos sao estruturas matemaédticas discre-
tas cuja teoria permite aplicagoes em muitos problemas.
Aliancas em grafos sao um tema de pesquisa relativa-
mente novo e neste trabalho nés estudamos as aliangas
defensivas, que podem ser utilizadas como modelo ma-
tematico em comunidades web, redes sociais, cadeias
alimentares, etc. Sao descritos resultados teéricos em
grafos roda e em prismas complementares de grafos
completos.

Palavras-chave—Aliangas em grafos, aliangas globais,
aliangas defensivas, prismas complementares, grafos
roda.

Global defensive alliances in complementary
prism and wheel graphs

Abstract—Graphs are discrete mathematical struc-
tures whose theory is applicable to many problems.
Alliances in graphs are a quite new field of study and in
this paper we study the defensive alliances, which can
be used as a mathematical model in web communities,
social medias, food chain, etc. We describe theoretical
results in wheel graphs and complementary prisms of
complete graphs.

Index Terms—Alliances in graphs, global allian-
ces, defensive alliances, complementary prisms, wheel
graphs.

I. INTRODUGAO

rafos podem ser utilizados para modelar e facilitar
G’ a visualizacao de diversas situagoes da vida real.
Por exemplo, podemos utilizar um grafo para encontrar
0s menores caminhos para atravessar de um ponto da
cidade a outro. Isso faz com que a Teoria dos Grafos
seja bem explorada, pois a sua aplicacao é extensa em
diversas areas, como a de negocios, trafego, distribuicao
de produtos, entre outros.
Um conceito recente e que tem sido bastante estudado
é o de aliangas em grafos, que foi introduzido por Kristi-
ansen, Hedetniemi e Hedetniemi [10] em 2003. As aliancas
se classificam em: defensivas, ofensivas e poderosas.
As aliangas defensivas servem de modelo matemético
para varios problemas tedricos e praticos em diversas areas

Rafael de Castro Freitas é aluno de Graduagao no Instituto de
Informética da Universidade Federal de Goids. E-mail: rafaelcas-
tro@inf.ufg.br

Elisangela Silva Dias é professora adjunta no Instituto de Informé-
tica da Universidade Federal de Goids. E-mail: elisangela@inf.ufg.br

do conhecimento, como a de comunidades web, redes so-
ciais, cadeias alimentares, estrutura de dados, etc. Muitos
pesquisadores [1, 2, 4, 8, 13, 14, 15] tém se dedicado a
esse tema que é bastante complexo, uma vez que o céalculo
do numero da alianga em grafos pertence a classe de
problemas NP-completos [13].

O objetivo desta pesquisa é obter novos resultados
tedricos para aliancas defensivas globais nos grafos roda
e prismas complementares.

Este artigo estd organizado da seguinte maneira: na
Segao II, apresentamos conceitos e definicbes necessarios
ao entendimento e & compreensao do trabalho. Na Secao
III, apresentamos nossos resultados com suas respecti-
vas demonstragoes; apresentamos também, em forma de
tabela, resultados ja propostos anteriormente por outros
pesquisadores. Na Secao IV, apresentamos nossas conclu-
soes, problemas em aberto e trabalhos futuros. Por fim,
apresentamos as referéncias bibliograficas utilizadas.

II. DEFINIGOES

m grafo é uma estrutura definida por dois conjuntos:

um conjunto nao vazio de pontos ou wértices e um
subconjunto de pares de vértices denominados arestas. Se
existir uma aresta a definida por dois vértices u e v, dize-
mos que a conecta u e v. Ambos os conjuntos podem ser
finitos ou infinitos; neste trabalho consideraremos apenas
o caso finito. Denotamos o grafo G por G = (V(G), E(G)),
tal que V(G) é o conjunto de vértices e E(G) = {uv|u,v €
V(G)}. Consideramos |V(G)| = n e |E(G)| = m, onde
|V (G)] representa a cardinalidade do conjunto de vértices,
e |E(G)| representa a cardinalidade do conjunto de arestas.
Quando duas arestas nunca conectam os mesmos vértices
e nenhuma aresta conecta um vértice a ele mesmo, ele é
chamado de grafo simples. Dizemos que um grafo é ndo
orientado se uv = vu. Caso contrario, se uv # vu, temos
um grafo orientado. Um conjunto dominante (CD) é um
subconjunto D C V(G), tal que cada vértice pertencente a
V(G)\D é adjacente a pelo menos um vértice em D. Neste
caso, dizemos que D domina o conjunto V(G)\D.

Na Figura 1, temos um exemplo de um grafo qualquer.
Observe que temos uma aresta ligando os vértices a e b,
que sao, portanto, adjacentes. Como nao existem setas,
dizemos que ab = ba e o grafo é nao orientado. Um
CD neste grafo é D = {c, f}, posto que todos os outros
elementos {a,b,d, e} estdao ligados a ¢, pertencentes a D.
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Fig. 1. Exemplo de um grafo G qualquer.

Dois vértices u e v em um grafo G sao ditos adjacentes
ou vizinhos se existir uma aresta a que os conecte. O
conjunto de vértices conectados a um vértice dado v é
chamado de wizinhanca. Na wvizinhanca aberta, denotada
por N(v), consideramos todos os vértices adjacentes a wv.
A wizinhanca fechada, denotada por N[v], é o conjunto
N(v) Uw.

O grau de um vértice v, denotado por d(v), é o nimero
de arestas que incidem neste vértice. Se um vértice possui
grau zero ele é chamado de vértice isolado. Um vértice é
dito pendente se possuir grau igual a 1. Analisando o grafo
G na Figura 1, temos que d(a) = 3, d(e) =1 e d(f) = 0.
Entao, o vértice e é pendente e o vértice f é isolado.

Muitas vezes iremos nos deparar com grafos complexos,
seja pela estrutura ou grau dos vértices; e de grande porte
e, talvez, precisemos considerar somente uma parte dele.
E possivel trabalhar apenas com uma parte do grafo origi-
nal, desde que as extremidades das arestas remanescentes
sejam mantidas. Um grafo menor obtido a partir de outro
é chamado de subgrafo. Dizemos que um subgrafo de G
¢ um grafo G’ = (V(G'), E(G")) tal que V(G') C V(G) e
E(G") C E(G). Um subgrafo é induzido se consiste em um
subconjunto V' nao vazio, tal que V! C V(G), e E’ consiste
de todas as arestas de E(G), cujos extremos pertencem a
|48

Na Figura 2, temos um grafo com um de seus possiveis
subgrafos, neste caso subgrafo induzido, que foi construido
tomando-se os vértices {a, b, d} pertencentes ao grafo ori-
ginal e todas as arestas que ligam estes nds, no caso
{ab, ad, bd}.

Grafo e um de seus subgrafos.

Fig. 2.

Um grafo pode ser representado de varias maneiras,
inclusive ao se permutarem os indices que identificam
o conjunto de vértices. Neste caso, diremos que estes
grafos sao isomorfos. Sejam G; = (V(G1),E(Gy)) e
G2 = (V(G2), E(G2)) dois grafos. Eles serao isomorfos se e
somente se existir uma funcéo bijetora f : V(G1) — V(G2)
tal que se a e b sdo sdo adjacentes em G, entdo f(a) e

f(b) sao adjacentes em Gy para todo a e b em V(Gy).

Em outras palavras, dois grafos sao isomorfos se a fun-
¢ao f que os relaciona preservar as relagoes de adjacéncia.
Portanto, nos grafos simples a relacao de isomorfismo sé
serd dada se o ntimero de vértices, nimero de arestas e
os graus de seus correspondentes forem iguais nos dois
grafos. Entretanto, nao ha garantias de que dois grafos que
respeitem estas premissas sejam isomorfos. Nao se conhece
ainda um conjunto util de invariantes para determinar o
isomorfismo entre grafos simples [12]. Um invariante de
um grafo G é um valor igual para todos os seus isomorfos.

Na Figura 3, podemos ver dois grafos que sao isomorfos,
em que os vértices a, b, ¢, d, e e f em (7 correspondem
aos vértices z, w, =, ¥, u e v em G4, respectivamente, e o
reposicionamento dos nés nao altera a estrutura do grafo.
Assim sendo, temos que f(a) = z, f(b) = w, f(¢) = =z,
F(d) =y, f(e) =ue f(f) =v.

Fig. 3. Exemplo de isomorfismo entre um grafo G1 e um Ga.

Um caminho, denotado por P, é uma sequéncia de k—1
arestas entre um vértice inicial vg e um vértice final v,,. O
caminho pode ser um ciclo, denotado por C,,, se o inicio e
o fim for no mesmo vértice, ou seja, se vy = v,,. Nomeamos
caminho simples um caminho que nao contenha a mesma
aresta mais de uma vez. Podemos ver que os vértices 1, 5,
6, 3 no grafo da Figura 4 formam um caminho simples de
comprimento 3, pois {1,5}, {5,6} e {6, 3} sdo arestas de G.
Observe que os vértices 4, 5, 3, 1 ndo formam um caminho,
pois {5,3} nem {3, 1} ndo sdo arestas. Vemos ainda que os
vértices 1, 2, 5, 1 formam um ciclo de comprimento 3, pois
{1,2}, {2,5} e {5,1} s@o arestas e este caminho comega e
termina em 1.

Fig. 4. Um grafo G simples.

Um grafo é completo, denotado por K, se quaisquer
dois de seus vértices distintos forem adjacentes. Na Figura
5, tem-se um exemplo de um grafo completo. Uma clique
é um subconjunto de vértices C, tal que C' C V(G), sendo
que para cada dois vértices x,y € C existe uma aresta
conectando-os, onde para todo par u, v de V(G) existe
uma aresta uwv € F(G). Em outras palavras, uma clique é
um subgrafo induzido de G e é um grafo completo, mas
nao necessariamente o grafo G precisa ser completo. Por
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exemplo, na Figura 2 temos que o subgrafo a direita é uma
clique.

Fig. 5. Um grafo completo Kg.

Um grafo split é um grafo cujos vértices podem ser
particionados em uma clique e um conjunto independente.
Um conjunto independente de um grafo G é um conjunto
S de vértices, tal que S C V(G), para o qual nio existem
vértices adjacentes em S. Em outras palavras, se dois
vértices u,v € S, ndo hd uma aresta conectando-os. Por
exemplo, na Figura 6 temos que os vértices {a,b,c,d, e}
formam a clique e os vértices {f, g} formam o conjunto
independente.

<

[

Fig. 6. Exemplo de um grafo split.

Um grafo roda, denotado por W,,, é um ciclo com um
vértice central que conecta todos os vértices do ciclo.
Observe que este vértice central domina todos os demais.
Na Figura 7, temos um exemplo de um grafo roda.

Fig. 7. Um grafo roda Wr.

A. Aliancas

O conceito de aliangas em grafos é relativamente novo.
Em um ambiente social, por exemplo, uma alianga pode

ser definida como um conjunto de pessoas que possuem
interesses em comum e que se unem para um ataque ou
para uma defesa. Na teoria dos grafos, essa definigao é
semelhante. Uma alianca em um grafo, de modo bem
simples, é um conjunto de vértices com algumas propri-
edades em comum, como por exemplo grau do vértice
ou vizinhanca. Assim como na vida real, ha alguns tipos
diferentes de aliangas em grafos, que serao definidas a
seguir.

Seja S C V(G). S é uma alianca defensiva (AD) se
e somente se Yv € S, |N[v] NS| > |[N[v]\S|. Em outras
palavras, todo vértice v € S tem no maximo um vizinho
a mais em V(G)\S do que em S.

Uma alianca defensiva é global (ADG) quando todo vér-
tice em V(G)\S é adjacente a pelo menos um membro da
alianga S, tornando S um conjunto dominante. Na Figura
8, temos um exemplo de alianca defensiva a esquerda. Os
vértices {a, b, f} do grafo & direita formam tanto uma AD,
quanto um CD. Portanto, temos a formacao de uma ADG.

Fig. 8. Exemplo de alianga defensiva, a esquerda, e alianga defensiva
global, a direita.

O ndmero minimo da ADG ¢ denotado por 7,(G) e
do conjunto dominante é (G). Isto nada mais é do
que a cardinalidade minima do conjunto de vértices que
forma a ADG, ou CD. E possivel obter uma ADG se
considerarmos todos os vértices do grafo, isso é trivial. Por
este movivo trabalhamos com o valor minimo, posto que
é um problema em aberto e complexo em algumas classes
de grafos.

III. RESULTADOS

Ao estudar aliancas defensivas, aliancas defensivas glo-
bais e aliangas ofensivas globais, vimos que o problema
de encontrar uma alianca minima de cada um destes
tipos se encontra na classe NP-completo, mesmo quando
o problema é restrito a algumas classes de grafos, veja [5]
e [11].

Para grafos roda, provamos os seguintes resultados.

Teorema 1: Para um grafo roda W,,, com n > 4, tem-se
que:

(W) = {\_gj +1, se n =3 (mod 4),

| %], caso contrério.

Prova: Seja V.(W,,) o subconjunto de vértices exter-
nos de Wy, v € V,(W,,), e S o conjunto que forma ADG,
com S C V.. Como o grafo roda é 3-regular, exceto pelo
vértice central, isto é cada v possui 3 vizinhos, dois vértices
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externos adjacentes mais o vértice central, que é comum
a todos. Pela definicao de alianga defensiva, sabemos que
para todo vértice v € S, |[N[v] N S| > |[N[v]\S]|. Ou seja,
cada um dos vértices v € V. precisa de pelo menos mais
um vizinho para que seja formado uma AD.

Note que os vértices externos do grafo roda formam um
grafo ciclo C,,_1, j4 que desconsideramos o vértice central.
Nesse contexto, temos que a cardinalidade do conjunto
dominante para o grafo W, é o mesmo do grafo C,,, isto é,
v(Wy) = [2]. Para determinar o conjunto dominante,
nao € necessario a exigéncia de ter pelo menos mais um
vizinho da AD, uma vez que cada v consegue dominar dois
vizinhos, e também o vértice central. Tendo em vista que
toda ADG também é um conjunto dominante, é Ifgeciso de
no minimo | % | vértices no grafo, dispostos em 2
de vértices.

Para grafos em que n = 3 (mod 4), é preciso acrescentar
mais um vértice a um dos pares de vértices, totalizando
| 5] + 1, visto que ndo é possivel obter um niimero exato
de pares v, pois sempre dard um numero impar. Por
exemplo, considere n = 7. Aplicando a férmula temos que
L%J = 3. Com isso teremos um vértice isolado quando
separarmos em pares, e isto nao pode ocorrer, ja que
este né isolado terd mais vizinhos em V(G)\S do que
no proprio S, e se este vértice ficar junto ao par o grafo
nao sera totalmente coberto. Por esse motivo temos que
5] +1, se n =3 (mod 4). ]

2= pares

Teorema 2: Para um grafo roda W,,, com n > 6, tem-se
que:
2-y(W

W) = "
Ya(Wn) 2. V(Wnﬂ”“(w"”)j)’ caso contrario.
2

Lwa(w”’z)J) —1, se n =2 (mod 4),
2aWn_2)

Prova: Seja W/ um subgrafo induzido de W,, for-
mado pelo subconjunto de vértices externos de W,,. E
seja V(W) o conjunto de vértices de W) . Observe que
ao desconsiderar o vértice central de W,, temos que
W/ é o grafo C,. Portanto, o conjunto dominante de
~(W/)) =~(Cy). O conjunto dominante de um grafo roda
é dado por v(W,) = 1, uma vez que o vértice central
consegue dominar todos os vértices, isso é trivial. Porém,
se considerarmos o conjunto dominante de W, nao se
obtém o valor minimo de uma ADG todas as vezes. Isto
ocorre porque devemos considerar o vértice central mais a
metade dos vértices externos para que seja formada uma
ADG, obtendo 7, (W) = 1 + | X0l |,

Seja D o cojunto dominante de W, e seja S o conjunto
que forma ADG em W). Como foi dito no Teorema 1,
um vértice v € D consegue dominar 2 vizinhos mais
o vértice central. Entretanto, isso nao é suficente para
formar uma ADG, visto que um vértice sozinho em W
nao domina todo o grafo. Ao pegar a metade do conjunto
S de dois grafos anteriores de W,, e subtrair o resultado da
quantidade n de vértices, serd obtido o grafo anterior com
um n equivalente. Tendo o conjunto dominante desse grafo
anterior em maos, é possivel obter uma ADG adicionando
mais um vértice em cada v € D, formando pares. Observe

que ao fazer isso, a quantidade de vértices é dobrada. Essa
é uma construcao que garante uma ADG minima.

Em outras palavras, dado um W,, qualquer, a metade
dos vértices do con;unto que forma ADG de dois grafos
anteriores, 'WV%’ que vamos chamar de z por en-
quanto, menos o préprio n, obtendo n — x, retorna o
grafo anterior equivalente ao W,,, representado por W,,_,.
Assim, o conjunto S é obtido ao dobrar a quantidade
de vértices do conjunto dominante de W, _,, obtendo a
férmula 2 - fy(WniLm(wnJ)J ).

Para grafos com n =9 (mod 4) vértices, ao dobrar o
conjunto D do grafo anterior equivalente, a quantidade de
vértices ultrapassa uma unidade, ja que sempre obteremos
um numero par de vértices. Porém, o conjunto S deixa
de ser minimo. Como foi demonstrado no Teorema 1 ao
retirar um vértice, deixando o vértice isolado junto a um
par, ainda é possivel obter uma ADG, minima, no grafo
W.,. Por essa razao, tem-se que 2 - V(Wnﬂ””(w“*z)j) — 1.

’ [

Na Figura 9, temos um exemplo de ocorréncia de ADG
nos grafos roda W7 e no Wy. Note que o grafo Wy esta no
conjunto de nimeros n = 3 (mod 4), entdo nao é possivel
obter uma ADG com apenas metade dos vértices, por
isso soma-se mais 1. Associando o CD para encontrar a
ADG no grafo Wy temos que o grafo equivalente ao Wy
é o W7, e isto pode ser obtido a partir da suboperacao

'y(Wg_ va(Wo_s) ), DPresente na férmula do Teorema 2. O

CD do Wy ¢ 2. No exemplo da Figura 9 podemos ver que
este conjunto pode ser formado pelos vértices D = {2,5}.
Sendo assim, ao querer obter a ADG do grafo Wy basta
dobrar o CD do grafo Wy, 2-4(W7) = 2-2. Como resultado
teremos que v,(Wo) = 4, assim como apresentado na
Figura 9.

Fig. 9. Grafos roda Wy e Wy, respectivamente.
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Teorema 3: Para o grafo K, K,, com n > 2, tem-se que:

Yo (Kn Ky) = n. o

Prova: Seja G o grafo K, K,. Observe que G é tam-
bém um grafo split, j4 que o conjunto de vértices V(K,,)
forma uma clique, e o conjunto V(K,,) forma um conjunto
independente. No subgrafo K,, tem-se um conjunto de
vértices folhas, ou seja, cada v € V(K,) tem apenas um
vizinho, que sao os vértices pertencentes a clique. Entao,
para se ter uma ADG, é preciso pegar todo o conjunto
V(K,), obtendo os n vértices.

No subgrafo K,, todos os vértices sao conectados. Sendo
assim, é possivel obter uma ADG com [§] vértices. Po-
rém, esse conjunto nao é dominante, uma vez que cada
v € V(K,,) possui uma folha. Por conta disto, metade do
grafo sempre ficard descoberta. Portanto, para se obter
uma ADG no subgrafo V(K,,), também é preciso de n
vértices. [ |

Na Figura 10, temos um exemplo de ADG no grafo
KgKg. O padrao de ocorréncias para, os outros grafos sem-
pre serd desta forma. Os vértices do grafo Kg s6 conseguem
cobrir todo o grafo se todos os vértices participarem da
ADG, assim como os vértices do complemento de Kg.
Entao, a ADG pode ser determinada tanto pelos vértices
de K¢ quanto de Kg.

Fig. 10. Dois possiveis exemplos de ADG no grafo prisma comple-
mentar KgKg.

A. Estado da arte

Para a compreensao dos resultados nas tabelas abaixo
¢ necessario apresentar mais algumas definicoes. Uma
alianga defensiva forte (ADF) ocorre se e somente se
Vv € S,|Nw] N S| > |[N[v]\S|. Neste caso, a inequagéo
é estrita e todo vértices v é fortemente defendido, ou
seja, um vértice no conjunto S tem mais vizinhos em S,
incluindo ele préprio, do que em V(G)\S. Na Figura 11, os
vértices destacados formam uma alianga defensiva forte. O
vértice {2}, por exemplo, possui trés vizinhos em S, visto
que o proprio nod é incluso no conjunto, e dois vizinhos em
V(G))\S.

Se S C V(G) e S é um conjunto ndo vazio de vértices,
teremos uma alianca ofensiva (AO) se e somente se Vv €
dS, IN[v]NS| > |N[v]\'S]. Em outras palavras, todo vértice
na fronteira de S tem pelo menos um vizinho a mais em
S do que em V(G)\S. Na Figura 12, temos um exemplo
de alianca ofensiva. O vértice {e}, por exemplo, tem dois
vizinhos em S, e apenas um vizinho em V(G)\S.

e
U g

Fig. 11. Exemplo de alianga defensiva forte e alianga poderosa.
Fig. 12. Exemplo de uma alianca ofensiva.

Uma alianca ofensiva global (AOG) segue a mesma
defini¢ao da ADG, ou seja, temos uma AOG quando todo
vértice em V(G)\S é adjacente a pelo menos um membro
de S, tornando S um conjunto dominante. Na Figura 13,
temos um exemplo de AOG em um grafo cibico.

Uma alianga ofensiva é forte (AOF) se v € 95, |N[v] N
S| > |N[v]\S|. Neste caso, a inequagéo também é estrita.
Desse modo, pode-se dizer que toda alianca ofensiva forte
é uma alianca ofensiva, todavia, nem toda alianca ofensiva
é uma alianga ofensiva forte. Temos um exemplo de alianca
ofensiva forte na Figura 13.

Fig. 13. Exemplo de alianca ofensiva global e ofensiva forte em um
grafo cubico.

Na Figura 11, temos a formacao de uma alianca defen-
siva e ofensiva no conjunto S = {2,3,5}, pois os vértices
possuem mais vizinhos em S do que fora de S, levando
em consideracdo a vizinhaca fechada de vértice. Nessas
condigoes, quando uma alianca é defensiva e ofensiva ao
mesmo tempo, ela é denominada alianca poderosa (AP).

Uma alianga é defensiva forte global (ADFG) quando
todos os vértices em V(G)\S de uma ADF, é adjacente a
pelo menos um membro da alianca S, tornando o conjunto
S dominante.

Uma alianga poderosa global (APG) é definida quando
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héd um conjunto dominante, ou seja, quando todo vér-
tice em V(G)\S é adjacente a pelo menos um mem-
bro da alianga S. Na Figura 14, o conjunto S =
{1,2,5,6,7,8,11,12} ¢é tanto uma alianca poderosa,
quanto um conjunto dominante.

Fig. 14. Exemplo de alianga poderosa global.

O produto cartesiano G1 x G2 de dois grafos G e Go
resulta em um outro grafo com um conjunto de vértices
V(G1 X GQ) = V(Gl) X V(GQ) Os vértices (’01,112) e
(u1,uz) sdo vizinhos se seguir a condigao de exclusividade:

e OU [Viu] € vy = usgl;

e OU [vaug € V1 = uy).

Na Figura 15, temos um exemplo de produto cartesiano
entre um grafo ciclo C3 e um grafo caminho P. Observe
que os vértices de C3 sao multiplicados com todos os
vértices de Ps, resultando no conjunto {a, 1; a,2; b, 1; b, 2;
¢, 1; ¢,2}. Apds obter os vértices, conectamos aqueles que
possuem o vértice em comum, ou seja, {a,1} conecta-
se com todos que possuem a ou 1. Isto gera o grafo
apresentado no exemplo.

Lo oo

o op
@‘@

Fig. 15. Produto cartesiano C3 X Pa.

Na Figura 16, temos dois caminhos P,. Apds multi-
plicarmos os vértices obtemos o conjunto {1,a; 1,b; 2,a;
2,b}. Executando o mesmo processo descrito no exemplo
anterior, obtemos o grafo apresentado abaixo.

Denotamos por G = (V(G), E(G)) como sendo o com-
plemento de um grafo G em que ambos possuem o mesmo

O—0 G—O

Fig. 16. Produto cartesiano Py X Ps.

conjunto de vértices e G possui um conjunto de arestas
complementares. Em outras palavras, se uma aresta uv
existir em G, os vértices v e v ndo sdo vizinhos em G e
vice-versa.

O prisma complementar, denotado por GG, é o empare-
lhamento perfeito de um grafo G com o seu complemento.
O grafo resultante é a unido disjunta de G U G, empare-
lhando os vértices correspondentes com suas arestas com-
plementares. Podemos ver o grafo prisma complementar
C,Cj na Figura 17.

T

0‘000

Fig. 17. Grafo prisma complementar CyCjy.

O numero minimo da k-alianca defensiva em um grafo
¢ denotado por ai(G); da AD é denotado por a(G); da
ADF ¢ denotado por a(G); da ADG é denotado por 7, (G);
da ADFG é denotado por 7;(G); da AO é denotado por
a,(G); da AOF é denotado por d,(G); da AOG é denotado
por 7,(G); da AP ¢é denotado por a,(G); da APG ¢
denotado por 7, (G).

Nas tabelas I, II, ITI, IV encontram-se os resultados que
traduzem o estado da arte nas classes de grafos explicita-
dos. Na Tabela III, acrescentamos resultados para o estado
da arte nas classes de grafos roda e prisma complementar
de grafos completo e também fazendo a correlagao entre
CD e ADG. Os pontos de interrogagao significam que
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nao foram encontrados resultados naquela classe de grafo,
sendo problemas ainda em aberto.

TABELA 1
RESULTADOS EM ALIANGAS DEFENSIVAS E k-ALIANGAS DEFENSIVAS.

Grafo a ak
> max {ar-a,(G), ar-a, (H)}, Ai(G) e Az (H) [15]

Gx H | <min{a(G)a(H), a(G)a(H)} [14] ax_s < min {ax(G), ax(H)}, s € Z [15]
Ak, ky < aky (G)ak, (H) [15]
TABELA II
REesuLTADOS EM ADFG, ADF E AO.
Grafo Ya a o
CnCryn > 10 [32] [8] ? ?
GxH ? <a(G)a(H) [15] ?
Ch X Cp, se n,m sao multiplos de 4 ? ? %nm [6]
TABELA 111
REsurTADOS EM ADG.
Grafo Ya
CCryn > 10 41 18]

(%Ll,se:lzs(mod 4) 8]
GG >G+G [14)
G10Gy > [mpmtagrs | [14]
Gi % Gy > [M12], se Li=1,2[3

Gi x Gy = "2, se G ; Pp,,Crny,i=1,2 ¢ ning =0 (mod 3) [3]
ProCom =2[2] (1]
PyoCpm=m+ |25 [14]
m+ 2], se G € {Ps,Cs}, H € (P, S} [14]
2m —1,se G € {P4,C4, P5,Cs} ese H € {P,,,Cpn} [14]

2m+2,se G € {Ps,Cs} e se H € {Pr,. S} [14]

GoCp=2m+4,scGe {Ps,Co} [14]
3m, se G € {Pr,C7} e se H € {Pn,Cn} [14]

GoCp=3m+1,50G e {Pr.Cr} [14]
< (2m—1)[2], se n = 0,4 (mod 5) [13]
<(2m—-1)[5]+5,sen =1 (mod 5) [14]

< (2m—1[2] - [ 2], se n=2,3 (mod 5) [14]

(2m—1)Z, se n =0 (mod 5), n # 2 (mod 6) [14]

@2m-1)[2]+2m+4,sen =1 (mod 5), n # 3 (mod 6) [14]
< (2m+4)%, se n =0 (mod 6) [14]
<(@m+4)[2]+3m+1,sen=1(mod 6) e n % 0 (mod 5) [14]
<@2m+4)[5] +m+ ,sen =2 (mod 6) [14]
<(@2m+4)[2]+m+ |[252], sen =3 (mod 6), n % 0 (mod 5) [14]
< (2m+4)[§5] +2m—1,se n =4 (mod 6), n # 1 (mod 5) [14]
< (2m+4)[2] +2m — 1, se n =5 (mod 6) [14]

G,n>2em>3

GoHym>5

P,oCpn,n>3e5<m<13

P,oCpn,n>3em>5ou
ChoCmyn>3em>5

P,oCpm,n>8em>14 ou
CpoCm,n>8em>14

TABELA IV
RESULTADOS EM AOG

Grafo Yo

m, para n = 3 [14]
m+ [ 5] +2, para n =4 [14]
2m, para n =5 [14]
< (2532) xm+2,paran >6em=3esen par [14]
< |%] xm, paran > 6 em =3 e sen impar [14]
= (252) x m+3, paran > 6 e m € {4,5,6} e se n par [14]
%] xm, paran > 6 em € {4,5,6} e se n impar [14]

PnoCn

3m,paran=Tem>Tesem<9 [14]
[%j(m-&-4)+m+ [5]+2,paran=Tem>7esem>10 [14]
("T’Q) xm+4, param > Ten € {6,810} [14]

m + 2, para n = 3 [14]
m+ 5] xm+2, paran=4em>4[14]
2m + 4, paran =5em > 7 [14]
< (252) xm, paran > 7 em =3 e se n par [14]
< |%3)] xm+2,paran>7em=3esen impar [14]
< (”;2) x (m+3), paran > 6 em € {4,5,6} e se n par [14]
< |%] xm, paran >6em e {4,5,6} e se n impar [14]

CnoCm

<(2m—1)Z,sen=0,3,4 (mod 5) e n £ 0,5 (mod 6) [14]
<(2m—1)[§]+2m+2,se n=1 (mod 5) [14]
< (2m+2)2, se n =0 (mod 6 [14]
< (2m+2)[&]+2m—1,se n=5 (mod 6) [14]

P,oPy,,nem>8ou
CnoPnnem>8

KnoKy

GoKn,n>3em>5 [73] % y(G) = [2] x ([%] = | %)), se G € {Cn, P} [14]

i se mn = 0 (mod 3) (8]

PpnxPy,se2<m<n <|5lm+[%5]+a,s =n=1 (mod 3) [§]

a=1+ 22| - (2] <[5lm,sem=n (mod 3) [§]

b=1+|282] - [2£2] <min{[2|n+[2]+b,[2]m}, sem=1en=2 (mod 3) [§
<min{[3|m+[F]+a,[F]In},sem=2en=1 (mod 3) [§

e
o

27, se mn =0 (mod 3) [8]
< min{[2]m, [2]n}, se n =2 e m £ 0 (mod 3) [8]
<min{[2]n, [2)m +[2] +a},sen=1cm#0 (mod 3) [§]
< 0 4 min{%, 2}, se n =2 (mod 6) [8]
2] — [2£2]} se n =4 (mod 6) [8]

Cym X Ppysem>3en>2, ou
m>7em=1 (mod6), n=2,4
a1 - 2]

Com % Cny se 3<m < n, ou
m=4,n>7n=1 (mod 6)

[227, se mn =0 (mod 3) [8]
< min{[%]m, [%]n}, se mn # 0 (mod 3) [8]

IV. CONSIDERAGOES FINAIS

o decorrer deste trabalho, foram estudados os gra-
fos roda e prismas complementares, identificando o
comportando da alianga defensiva global (ADG) nestas
classes de grafos. Foi possivel, por exemplo, encontrar
uma relagdo entre um conjunto dominante e uma ADG,
obtendo assim outro resultado equivalente nos grafos roda,

e isso pode ser usado como estratégia em uma guerra. Por
exemplo, deseja-se saber quantos tanques de guerra aliados
sa0 necessarios e como posiciona-los no campo de batalha.
Também podemos aplicar em redes, ao querer obter um
resultado preciso sobre como e quantos roteadores, ou
switches, posicionar. Entre outros.

Apos a atualizacdo do atual estado da arte, notou-se
que existem poucos ou nenhum resultado em alguns tipos
de aliancas para determinadas classes de grafos, o que
caracteriza que é um problema em aberto.

Ao estudar a ADG nos grafos roda e prismas comple-
mentares de grafos, pode-se perceber que para o prisma
complementar do grafo completo é mais facil de se encon-
trar um padrao e de obter uma ADG. Ao passo que outros
grafos sao mais complicados de se enxergar este mesmo
padrao, ja que os vértices encontram-se mais dispersos.
Isto foi observado ao estudar o produto P, P,. Foi obtido
resultado para ADG neste grafo, mas nao foi possivel
definir uma férmula fechada como as apresentadas na
Secao III. Dito isto, como trabalho futuro, espera-se obter
esta férmula para o grafo em questao, além de explorar
outros tipos de aliangas em outras classes, tais como
produto cartesiano, produto lexicografico, grafos linha,
produto corona e também prismas complementares de
outros grafos.
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